
ΑΣΚΗΣΗ 1 

 

α) Είναι 1xln3
x

1
f)x(f2 






    (1) , για κάθε x 0 . 

    Έστω 1 1
u x

x u
       

     (1) =>    1 1 1
2f f u 3ln 1 2f f u 3lnu 1

u u u

             
   

 

     Για u x  , 
1

2f f (x) 3ln x 1
x

      
 

  

     

1 1
22f (x) f 3ln x 1 4f (x) 2f 6ln x 2

x x
3f (x) 3ln x 3

1 1
2f f (x) 3ln x 1 2f f (x) 3ln x 1

x x



                      
                   

 

      
:3

f (x) ln x 1     

 

β) Είναι 3xln2
e

x
)x)(fg(   

    Ισχύει      x
g f (x) g f (x) 2ln x 3 g ln x 1

e
          (2) 

    Έστω u 1u ln x 1 ln x u 1 x e          

    (2) 
u 1

u 1 u ue
2ln e 3 g(u) e 2(u 1) 3 g(u) g(u) e 2u 1

e


               

    Για u x,  
xg(x) e 2x 1     

 

      γ) Πρέπει να έχει μοναδική λύση η εξίσωση: 1 1 1
f (x) ln x 1 ln x 1 0

x x x
          

          Έστω 1
h(x) lnx 1

x
    , x 0  . 

          
2

1 1
h (x)

x x
    . 

          Για κάθε x 0  , είναι h (x) 0   , άρα h (0, )     . 

          Οπότε η h έχει σύνολο τιμών:    
xx 0

h( ) lim h(x), lim h(x) ,
 

     . 

          To 0 h( )   και h  , άρα υπάρχει μοναδικό ox   , τέτοιο ώστε oh(x ) 0  . 

 



 

α) Πρέπει η f να είναι 1-1. 

    Είναι 2)4(f)0(f  , αλλά 0 4  , άρα η f δεν είναι 1-1, οπότε δεν αντιστρέφεται. 

 

β) 1ος τρόπος: 

           
2 2 2 2 2 2f (x) 4x x 4 f (x) x 4x 4 f (x) (x 2) f (x) x 2                (1) 

    Αναζητώ το πρόσημο της f. 

    ρίζες: 
(1)

f (x) 0 f (x) 0 x 2 0 x 2          

    H f είναι συνεχής στο ( ,2)  και στο (2, ) , άρα διατηρεί πρόσημο σε καθένα από τα  

    διαστήματα αυτά. 

    Είναι f (0) 2 0   , άρα f (x) 0  για κάθε x ( ,2)  . 

    Eίναι f (4) 2 0   , άρα f (x) 0  για κάθε x (2, )  . 

    Οπότε f (x) 0  , για κάθε x R  , άρα f (x) x 2    . 

 

     2ος τρόπος: 

     2 2 2 2 2 2f (x) 4x x 4 f (x) x 4x 4 f (x) (x 2)           

      Άρα f (x) x 2   , x R  , ή f(x) x 2   , x R ,  

      ή άπειρες κλαδικές της μορφής o

o

x 2   , x x
f (x)

x 2 , x x

 
   

 . 

      Η f συνεχής άρα 
o o

o o o o o o
x x x x
lim f (x) lim f (x) f(x ) x 2 x 2 x 2 x 2 x 2

  
                 

      
o o2x 4 x 2     . 

      Άρα 
x 2   , x 2

f (x)
x 2 , x 2

 
   

  ή  
x 2 , x 2

f (x)
x 2   , x 2

  
   

. 

      Είναι f (0) 2  και f (4) 2  , άρα απορρίπτεται η πρώτη κλαδική, οπότε 
x 2 , x 2

f (x)
x 2   , x 2

  
   

 

       ή f (x) x 2   , x R . 

 

γ)  i) 
x 2 x 2 x 2

x 5 x 5 1 1
lim lim lim(x 5) 3 3( )

f (x) x 2 x 2 0  

 
         

 
 

    ii) 

22

x 2 x 2

x 4 x 2x 4 f (x) 0
lim lim

x 2 x 2 0 

   
 

 
 

         • 
2 2 2x 2

x 2 x 2 x 2 x 2

x 4 x 2 x 4 ( x 2) x x 6 (x 2)(x 3)
lim lim lim lim

x 2 x 2 x 2 x 2   



   

          
   

   
         

                                          
x 2
lim (x 3) 5


    



         • 
2 2 2x 2

x 2x 2 x 2 x 2

x 4 x 2 x 4 (x 2) x x 2 (x 2)(x 1)
lim lim lim lim

x 2 x 2 x 2 x 2  



   

         
   

   
 

                                          
x 2
lim (x 1) 3


    

         Τελικά το όριο δεν υπάρχει. 

 

    iii) 
2 2x   - x   -

x x 2xf (x)
lim lim

x 1 x 1   




 
 

          Eίναι 
x
lim (x 2)


    , άρα x 2 0   , καθώς το x  . 

          Οπότε 
2 2

2 2 2 2x  x  x  x  

x x 2 x( x 2) x 2x x
lim lim lim lim 1

x 1 x 1 x 1 x       

     
    

  
 

 



ΑΣΚΗΣΗ 3 

α) 
3 2

2x  x  

(2 )x 4x 3x 1
lim f (x) lim

x 6   

   


 
 

    • Αν 2  και 0  , τότε:    

     
3

2x  x  x  

2
,  αν 0 (0,2)

(2 )x 2 2
lim f (x) lim lim x ( )

2x
,  αν 0 ( ,0) (2, )

     

                      
 

 

   • Αν 2  , τότε: 
2 2

2 2x  x  x  

4x 3x 1 4x
lim f (x) lim lim 2

2x 6 2x     

 
  


 

   • Αν 0  , τότε:  
3 2 3

x  x  x  

2x 4x 3x 1 2x
lim f (x) lim lim

6 6     

  
   

 
 

 

β)  2

2x x x

10 3
lim g(x) lim 25x 10x 3 x lim x 25 x

x x  

 
          

 
 

                   
x 0

2 2x x

10 3 10 3
lim x 25 x lim x 25

x x x x



 

   
              

   
 

                    
,  αν 5 0 5

(5 )
,  αν 5 0 5

   
        

  

      Αν 5   , τότε:  

     
2

2 2
2

2x x x

25x 10x 3 25x
lim g(x) lim 25x 10x 3 5x lim

25x 10x 3 5x  

  
     

  
 

                   
2 2

2 2x x x

2

3
x 10

25x 10x 3 25x 10x 3 x
lim lim lim

10 325x 10x 3 5x 25x 10x 3 5x
x 25 5x

x x

  

           
        

 

                   
x x

22

3 3x 10 10
10x xlim lim 1

5 510 310 3
25 5x 25 5

x xx x

 

           
 

     
 

 

 

γ) Για 2  και 5    

 



ΑΣΚΗΣΗ 4 

α) 4 4 4xf (x) x 1 x x xf (x) x 1 x         

                                         
4 4x x 1 xf (x) x x 1            (1) 

    Για x 0 , (1) 3 3x 1 x 1
x f (x) x

x x

   
       

    3

x 0

x 1
lim x 0

x

     
 

  

    3

x 0

x 1
lim x 0

x

    
 

 

    Άρα 
x 0
lim f (x) 0


  . 

    H f είναι συνεχής στο 0, άρα 
x 0 x 0
lim f (x) lim f (x) f (0)

  
   f(0) 0  

 

β) 2 2xg(x) 9 3 x 5 2g(x) xg(x) 2g(x) 3 x 5 9          

                                                  2(x 2)g(x) 3 x 5 9       (1) 

    H g συνεχής στο 2  , άρα 
x 2 x 2
lim g(x) lim g(x) g( 2)

  
   . 

    • για x 2   ,  

      (1) 

 
2 2 2

2x 2 x 2 x 2

3 x 5 9 3 x 5 9 9(x 5) 81
g(x) lim g(x) lim g( 2) lim

x 2 x 2 (x 2) 3 x 5 9
    

     
      

    
  

         

   
2

2 2x 2 x 2

9(x 4) 9(x 2) 36
g( 2) lim g( 2) lim g( 2)

18(x 2) 3 x 5 9 3 x 5 9
  

  
         

    
g( 2) 2    

   • για x 2   ,  

      (1) 

 
2 2 2

2x 2 x 2 x 2

3 x 5 9 3 x 5 9 9(x 5) 81
g(x) lim g(x) lim g( 2) lim

x 2 x 2 (x 2) 3 x 5 9
    

     
      

    
  

         

   
2

2 2x 2 x 2

9(x 4) 9(x 2) 36
g( 2) lim g( 2) lim g( 2)

18(x 2) 3 x 5 9 3 x 5 9
  

  
         

    
g( 2) 2    

      Τελικά g( 2) 2    . 

 

γ) Έχω την εξίσωση:  

    
x(x 2)

2

f (x) g(x) 1 f (x) g(x) 1
(x 2)f (x) xg(x) 1

x x 2 x 2x x x 2 x(x 2)

 

        
   

 

    (x 2)f(x) xg(x) 1 0       

    Έστω h(x) (x 2)f (x) 2g(x) 1     , x R . 

 



    Εφαρμόζω ΘΒ στο [ 2,0]   : 

    • h συνεχής στο [ 2,0]  , πράξη μεταξύ συνεχών συναρτήσεων 

   • h( 2) 2g( 2) 1 2( 2) 1 3 0             

      h(0) 2f (0) 1 1 0       

    Άρα, σύμφωνα με το Θ.Β., υπάρχει ένα τουλάχιστον )0,2(  τέτοιο ώστε h( ) 0    

 

δ) Η f συνεχής στο [0,2], άρα έχει μία ελάχιστη τιμή m και μία μέγιστη τιμή Μ. 

    Οπότε ισχύει: m f (x) M   , για κάθε x [0,2]  . 

    για x 0,  m f(0) M   

    για x 1,  m f (1) M   

    για x 2,  m f(2) M   

    
f (0) f (1) f (2)

3m f (0) f (1) f (2) 3M m M
3

  
          

   Άρα υπάρχει ox [0,2]  , τέτοιο ώστε      

   
f (0) 0

o o o

f (0) f(1) f(2) f(1) f(2)
f (x ) f (x ) 3f (x ) f(1) f(2)

3 3

  
        

 



ΑΣΚΗΣΗ 5 

α) Αναζητώ μονοτονία και σύνολο τιμών της f στο (0,1) 

    
x

1
f (x) 1

e
    , x R  . Είναι f (x) 0   για κάθε x R , άρα f R . 

    Οπότε  
x 0 x 1

1
f (0,1) f ( ) lim f (x), lim f (x) 1 , 1

e  

          
 

 

    To 0 f ( )   και f    , άρα υπάρχει μοναδικό o
x (0,1)   τέτοιο ώστε o

f (x ) 0  . 

β)    
x x

f R ( , ) f (R) lim f (x), lim f (x) ,
 

          

    To 2 f (R)   και f R  , άρα υπάρχει μοναδικό R  , τέτοιο ώστε 2)(f  . 

 

ε) Η εξίσωση   )x2(fxef
x   ορίζεται για κάθε x R  . 

     H f R , άρα είναι 1-1. 

      x x x
f e x f (2 x) e x 2 x e 2 x ln 2            

 

ζ) H ανίσωση    1xfxxlnf   ορίζεται για κάθε x 0 . 

       
f

1
f ln x x f x 1 ln x x x 1 ln x 1 x e


             και x 0 ,  άρα 1

0 x
e

    

 

η) H f 1-1, άρα  υπάρχει η 1
f
 , η οποία ορίζεται για κάθε x f (R) R   . 

    H εξίσωση   01xf
1 

 ορίζεται για κάθε x R  .  

        
f1 1

1 1
f x 1 0 f f x 1 f (0) x 1 1 x 0 x


                 ,   . 

 



ΑΣΚΗΣΗ 6 

α) 2 2 2 2(f (x) x)(f (x) x) 2f (x) x x f (x) x 2f (x) x x           

                                                                        
2 2 2f (x) 2f (x) x x x      

                                                                        

2x
2 2 2 2 2f (x) 2f (x) x x x x x



        

                                                                          2 2f (x) x x 1     

                                                                         
2f (x) x x 1        (1) 

     Αναζητώ το πρόσημο της συνάρτησης h(x) f (x) x  . 

     ρίζες: 
(1)

2h(x) 0 h(x) 0 x 1 0       , αδύνατο. 

    Άρα h(x) 0  για κάθε x R . 

    Επίσης η h είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών. 

    Άρα η h διατηρεί πρόσημο στο R. 

    Είναι h(0) f (0) 0 1 0     , άρα h(x) 0  για κάθε x R . 

    Οπότε, (1) 2 2f (x) x x 1 f (x) x 1 x         

 

β) 
 0 2

2 20

x  0 x  0 x  0 x  0

1
2x xx 1 x 1f (x) 1 x 1 x 1 2 x 1

lim lim lim lim 1
x x (x) 1   

           


 

 

γ) 
2

2 2 x 1 x
xg(x) x x 1 xg(x) x 1 x g(x)

x

 
          , x 0   

    H g συνεχής στο 0, άρα:   

    
 0 2

2 20

x 0 x 0 x 0

1
2x xx 1 xx 1 x 2 x 1

g(0) lim lim lim 0
x (x) 1  

        


 . 

     Τελικά 














0x ,       0       

0x  ,  
x

x1x

)x(g

2

. 

 

δ) 
2 2

x  x  x  

x 1 x x 1 1
lim g(x) lim lim x

x x x     

   
     

 
 

      • 
2 x 02 2

2x  x  x  x  

1 1
x 1 x 1

x 1 1x x
lim lim lim lim 1 1

x x x x



       

    
        

 
 



     • Για κάθε x 0 , 
1 1 1 1 1

x x
x x x x x
         

       
x  

1
lim 0

x 

 
  
 

 

        
x  

1
lim 0

x 
  

        Άρα  
x  

1
lim x 0

x 
   

     Τελικά 
2

x  

x 1 1
lim x 1

x x 

 
     

 
 

 



ΑΣΚΗΣΗ 7 

α) Είναι x
)x(f

2
)x(fln   (1) , Rx  

    Έστω 1 2x , x R  με 1 2f (x ) f (x ) . 

    

1 2 1 2

2

1 2

1 2 1 2 1 2

f (x ) f (x ) ln f (x ) ln f (x )

1 1 1 1 2 2
f (x ) f (x )

f (x ) f (x ) f (x ) f (x ) f (x ) f (x )




   
          

 

     
(1)

1 2 1 2

1 2

2 2
ln f (x ) ln f (x ) x x

f (x ) f (x )
       , άρα η f 1-1. 

 

β) Η f 1-1, άρα αντιστρέφεται. 

    Έστω f (x) y . 

           (1)
2

ln y x
y

    , άρα 1 2
f (y) lny

y

    , y f (R) (0, )   . 

           Οπότε 1 2
f (x) ln x

x

    , x 0  . 

 

γ) Είναι 1 2
f (1) ln1 2

1

      , άρα:  
1f 1 1

1 1 1f (x) 2 f (x) f (1) x 1

 
         

 

δ) Είναι 1f (1) 2 f ( 2) 1        

 

ε) Η ανίσωση 
1x

2

xe

2

1x

xe
ln

22x2

2x










 ορίζεται για κάθε x R  . 

      
x 2

x 2 2

2 x 2 2 x 2 2

e x 2 2 2 2
ln ln e x ln x 1

x 1 e x x 1 e x x 1


       

    
 

                                                   x 2 2

x 2 2

2 2
ln e x ln x 1

e x x 1
     

 
 

                                                   1 x 2 1 2f e x f x 1        (2) 

  Αναζητώ τη μονοτονία της 1 2
f (x) ln x

x

   , x 0  . 

   1

2

1 2
f (x)

x x

    .   Για κάθε x 0  , είναι  1f (x) 0   , άρα  1f 0,   . 

   (2) x 2 2e x x 1     

        
xe 1

x 0

 
 

  

 



ΑΣΚΗΣΗ 8 

α) Είναι   6x6)x(f)x(ff    (1), Rx  . 

    Έστω 1 2
x , x R  με    1 2 1 2

f (x ) f (x ) f f (x ) f f (x )    

                                                           

   

1 2

1 2

(1)

1 1 2 2

f (x ) f (x )

1 2

1 2

f f (x ) f f (x )

f (x ) 6x 6 f (x ) 6x 6

6x 6 6x 6

x x



 

     

   
 

  

    Άρα η f είναι 1-1, οπότε αντιστρέφεται. 

 

β) Για x 1  , (1)  f f (1) f(1) 6 6     

                           
 

f1 1

f f (1) f(1)

f (1) 1


 

 
  

 

γ) Είναι f (0) f (1) 2 f (0) 1 2 f (0) 3        

   Για 1
x f (0)

  , (1)     1 1 1
f f f (0) f f (0) 6f (0) 6

        

                                  

  1 1

1

1

1

f f f (0) 0 6f (0) 6

f (0) 6f (0) 6

3 6f (0) 6

9 3
f (0)

6 2

 







   

  

  

  

  

    δ)  
f1 1

1 1
f (x) 3 f f (x) f (3) x f (3)


        (2) 

        Για x 0  , (1)  f f (0) f (0) 6 0 6      

                                

 f f (0) f (0) 6

f (3) 3 6

f (3) 3

  

  
  

  

        Άρα (2) x 3    

     ε)    1 x 1 x
f 1 f (e 2) 3 f 1 f (e 2) f (0)

         

                                            

f1 1
1 x

1 x

f1 1
1 x

x

x

1 f (e 2) 0

f (e 2) 1

f f (e 2) f (1)

e 2 1

e 3

x ln 3









   

  

  

  

 
 

 



9. Δίνεται  xx 1 f (x) e    , Rx    (1) 

 

α) Για x 0  , (1) 1 f (0) 1    , άρα f (0) 1  . 

    Είναι:  
x 0
lim x 1 1


     και  x

x 0
lime 1


 .  Άρα 
x 0 x 0
limf (x) 1 limf (x) f (0)
 

   . 

   Άρα η f συνεχής για 0x  . 

 

β) Πρέπει να υπάρχει στο R το 
x 0 x 0

f (x) f (0) f (x) 1
lim lim

x 0 x 

 



. 

     (1)
1

xx f (x) 1 e 1


        (2) 

     • αν x 0  , (2) 
x:x 0 f (x) 1 e 1

1
x x

  
    . 

       Είναι: 
x 0
lim 1 1


    και  

 0
xx x0

x 0 x 0 x 0

e 1e 1 e
lim lim lim 1

x (x) 1    


  


.  

       Άρα 
x 0

f (x) 1
lim 1

x


 . 

     • αν x 0  , (2) 
x:x 0 f (x) 1 e 1

1
x x

  
    . 

       Είναι: 
x 0
lim 1 1


    και  

 0
xx x0

x 0 x 0 x 0

e 1e 1 e
lim lim lim 1

x (x) 1    


  


.  

       Άρα 
x 0

f (x) 1
lim 1

x


 .  

       Τελικά 
x 0

f (x) 1
lim 1

x


 , άρα  η f είναι παραγωγίσιμη για 0x  , με f (0) 1   . 

 

γ) Η εφαπτομένη ε της fC  στο σημείο ))0(f,0(  έχει εξίσωση: 

    y f (0) f (0)(x 0) y 1 1 x y x 1           .   

   

δ) Είναι g(x) x ln x 2   , x 0  , με g (x) ln x 1    . 

    Έστω σημείο  o ox ,g(x )  της 
gC  με εφαπτομένη: 

    
o o o o o o oy g(x ) g (x )(x x ) y g (x )x g (x )x g(x )         . 

     Η : y x 1     εφάπτεται της  
gC  στο Μ όταν: 

    
og (x ) 1   (1)  και o o o o og (x )x g(x ) 1 x g(x ) 1        (2) 

     (1)
o o oln x 1 1 ln x 0 x 1        . 

     Για 
ox 1  , (2) 1 g(1) 1 1 2 1 1 1         , που ισχύει. 

   Άρα η : y x 1     εφάπτεται της  gC  στο  1,g(1)  . 



10. α) αφού η f ικανοποιεί τις υποθέσεις του ΘΜΤ στο ]0,2[ , η f είναι συνεχής στο ]0,2[  και  
          παραγωγίσιμη στο )0,2( . 

          • για 1x   η f συνεχής ως πολυωνυμική 

            για 1x   η f συνεχής ως άρρητη 

            για 1x   η f συνεχής όταν: )1(f)x(flim)x(flim
1x1x


 

   (1) 

            3)x(flim
1x




 

             132)x(flim
1x




 

             132)0(f   

             (1) 13113      (2) 

          • για 1x   η f παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική 

            για 1x   η f παραγωγίσιμη ως άρρητη 

            για 1x   η f παραγωγίσιμη όταν: 
)1(x

)1(f)x(f
lim

)1(x

)1(f)x(f
lim

1x1x 






 
 R    (3) 

            















 
2

1

x2
lim

)1x(

)2xx(
lim

1x

13xx
lim

)1(x

)1(f)x(f
lim

1x

2

1x

0

0

)3(

2

1x1x
 

            
 

1
1

2
3x22

1

lim
)1x(

13x2
lim

1x

13x2
lim

)1(x

)1(f)x(f
lim

1x1x

0

0

1x1x



















 
 

             1212)3(   

             11312)2(   

             2 1 3      . 

  

     β) Για 1  και 3 , 











1x ,       3x2

1x  ,  33xx
)x(f

2

 

 
        για 1x  , 3x2)x(f   

 

         για 1x  . 
3x2

1
2

3x22

1
)x(f





  

 

         για 1x  , από ερώτημα α) είναι: 

         1322
)1(x

)1(f)x(f
lim

1x






 

         1
)1(x

)1(f)x(f
lim

1x






 

          άρα 1)1(f   

        οπότε 






















1x ,    
3x2

1

1x ,          1     

1x  ,       32x

)x(f       












1x ,    
3x2

1

1x  ,       32x

)x(f  

 

        • η f συνεχής στο ]3,3[ , από ερώτημα α) 
        • η f παραγωγίσιμη στο )3,3(  



        • 33993)3(3)3()3(f 2   

          39332)3(f   

           άρα )3(f)3(f   

            
R

  υπάρχει ένα τουλάχιστον )3,3(  τέτοιο ώστε 0)(f   

        αν ]1,3(  , τότε 32)(f  , άρα 
2

3
0320)(f  , δεκτή 

        αν )3,1( , τότε 
32

1
)(f


 , άρα 010

32

1
0)(f 


 , αδύνατο. 

 

      γ) Η εφαπτομένη ζ της fC  στο σημείο  )1(f,1M   έχει συντελεστή διεύθυνσης 1)1(f1   

          Ισχύει 
4

11


  

 

    δ) )2xln()2x(1)x(g  , ),2(Dg   

           1)2xln(
2x

1
)2x()2xln())2x)(ln(2x()2xln()2x(0)x(g 


  

          Έστω ))x(g,x( oo  σημείο της gC  στο οποίο η εφαπτομένη είναι κάθετη στην ζ. 

           H ζ έχει συντελεστή διεύθυνσης 11  . 

           Η εφαπτομένη της gC  έχει συντελεστή διεύθυνσης )x(g o2
 . 

           Για να είναι κάθετες πρέπει  

          3x12x0)2xln(11)2xln(1)x(g11 o21    

 

           Άρα ))3(g,3(  και η εφαπτομένη: 4xy)3x(11y)3x)(3(g)3(gy   

 


